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Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң тарихы XVIII ғасырда Ньютон механикасының

және есептеу математикасының дамуына тiкелей байланысты. 1747 жылы француз математигi Жан

Лерон Д’Аламбер созылмалы iшектiң тербелiсiн сипаттайтын теңдеудi қорытып шығарды:

utt = a2uxx.

Д’Аламбердiң идеясын дамыта отырып, Леонард Эйлер бiрнеше айнымалы функцияларға арналған

II реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi зерттедi. Ол серпiмдi тақтаның тербелiсiн

сипаттайтын теңдеулердi шығарды және шешу әдiстерiн ұсынды. Эйлер алғаш рет жоғары реттi дер-

бес туындылы дифференциалдық теңдеулер ұғымын енгiздi және шекаралық шарттардың физикалық

маңызын түсiндiрдi. 1822 жылы Жан-Батист Жозеф Фурье өзiнiң еңбегiнде

ut = kuxx
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теңдеуiн ұсынды, ол жылуөткiзгiштiк теңдеуi деп аталды. Фурье осы теңдеудi шешу үшiн триго-

нометриялық қатарларды қолданды. Бұл әдiс кейiннен Фурье қатары деп аталып, бүкiл функцио-

налдық талдаудың негiзiн қалады. Фурьенiң еңбегi математикалық физика теңдеулерiн шешудiң жаңа

дәуiрiн ашты. Осы кезеңде Пьер-Симон Лаплас гравитациялық және электростатикалық өрiстердi

зерттей отырып, келесi теңдеудi енгiздi:

uxx + uyy + uzz = 0,

яғни Лаплас теңдеуiн тұжырымдаған едi. Бұл теңдеу кеңiстiктегi тепе-теңдiк күйдегi құбылыстарды

сипаттайды және эллиптикалық типтегi II реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң

негiзгi үлгiсi болып табылады. Кейiнiрек осы теңдеудiң жалпылауы – Пуассон теңдеуi пайда болды:

uxx + uyy + uzz = f(x, y, z).

Ал, XIX ғасырда дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясы толық математикалық

негiзге ие бола бастады. Бернхард Риман гиперболалық типтегi теңдеулердiң қасиеттерiн зертте-

дi және Риман функциясын енгiздi. Ол алғашқы болып толқындық теңдеудiң интегралдық түрдегi

шешiмiн жазды. Норвегиялық математик Софус Ли II реттi дербес туындылы дифференциалдық

теңдеулердi шешудiң симметриялық түрлендiру әдiстерiн жасады. Оның топтар теориясы кейiн көп-

теген аналитикалық шешу әдiстерiнiң негiзiне айналды. XIX ғасырдың аяғында Иоганн Петер Гу-

став Лежён Дирихле, Карл Готфрид Нейман, Жюль Анри Пуанкаре және басқа ғалым-

дар эллиптикалық және параболалық теңдеулерге арналған шекаралық есептердi қарастырды. Бұл

зерттеулер қазiргi функционалдық талдаудың (Давид Гильберт және Стефан Банах кеңiстiктерi

теориясының) дамуына жол ашты. XX ғасырда дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi зерт-

теу сандар әдiстерi, функционалдық талдау және операторлық теориямен тығыз байланысты

дамыды. 1930–1940 жылдары С.Л. Соболев дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер шешiм-

дерiн кең мағынада қарастыру идеясын ұсынды және Соболев кеңiстiктерiн енгiздi. Бұл ұғым қазiргi

заманғы дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясының негiзгi iргетасы болып табы-

лады. Есептеу техникасының дамуы (XX ғасырдың ортасы) сандық әдiстердiң пайда болуына себеп

болды. Айырымдық сұлба және ақырлы элементтер әдiстерi көптеген инженерлiк есептердi шешуге

мүмкiндiк бердi.

Қазiргi таңда II реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер тек физика мен механикада ғана

емес, сонымен қатар:

• биологияда (популяциялар динамикасы),
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• экономикада (диффузиялық үлгiлер),

• жасанды интеллектте (нейрондық ДТДТ модельдерi)

сияқты салаларда кеңiнен қолданылады. Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер математи-

калық физика мен инженерияның негiзгi заңдарын сипаттауда маңызды рөл атқарады. Көптеген фи-

зикалық процестер (жылуөткiзгiштiк, толқын таралуы, серпiмдiлiк, электростатикалық өрiстер және

т.б.) 2-реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер арқылы сипатталады.

Бұл дәрiсте бiз екi немесе бiрнеше айнымалыдан тәуелдi II реттi дербес туындылы дифференциал-

дық теңдеулердiң жалпы түрiн, олардың классификациясын және канондық түрге келтiру әдiстерiн

қарастырамыз.

2 II реттi көп айнымалы дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң

жалпы түрi

Екiншi реттi көп айнымалы дербес туындылы дифференциалдық теңдеу (ДТДТ) келесi түрде жазы-

лады:
n∑

i,j=1

aij(x1, . . . , xn)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x1, . . . , xn)
∂u

∂xi
+ c(x1, . . . , xn)u = f(x1, . . . , xn), (2.1)

мұндағы

• u = u(x1, x2, . . . , xn) — белгiсiз функция;

• aij(x1, . . . , xn), bi(x1, . . . , xn), c(x1, . . . , xn), f(x1, . . . , xn) — белгiлi функциялар;

• ∂2u
∂xi∂xj

— екiншi реттi аралас туындылар.

• aij = aji, яғни {aij} матрицасы симметриялы болып табылады.

Ал (x, y) айнымалыларынан тәуелдi u(x, y) функциясы үшiн II реттi дербес туындылы дифферен-

циалдық теңдеудiң жалпы түрi келесiдей жазылады:

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +D(x, y)ux + E(x, y)uy + F (x, y, u) = 0, (2.2)

мұндағы uxx, uxy, uyy, uy, ux — iзделiндi u(x, y) функциясының екiншi және бiрiншi реттi дербес туын-

дылары, ал A,B,C,D,E, F — берiлген функциялар болып табылады. II реттi екi айнымалы дербес
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туындылы дифференциалдық теңдеулерге мысал ретiнде осы пәндi жүргiзу барысында қарастырыла-

тын төмендегi келтiрiлген негiзгi үш теңдеудi айтуға болады

uxx + uyy = 0 (Лаплас теңдеуi),

utt − a2uxx = 0 (Толқын теңдеуi),

ut − kuxx = 0 (Жылуөткiзгiштiк теңдеуi).

Бұл теңдеулер — өз кезегiнде қандай да бiр физикалық құбылыстарды сипаттайтын алдағы уақытта

баса айтатын боламыз. (2.2) теңдеудiң қасиеттерi көбiне екiншi реттi туындылардың алдында A,B,C

тұрған коэффициенттерi арқылы анықталады. Ол үшiн төмендегi квадраттық формаға назар ауда-

райық:

Aξ2 + 2B ξη + C η2 = 0.

Соңғы өрнек арқылы (2.2) теңдеудiң типiн анықтауға болады. Олай болса, ∆ дискриминант деп ата-

латын келесi шаманы енгiзейiк:

∆ = B2 −AC.

Бұл ∆ шамасының оң немесе терiс анықталуына байланысты теңдеудi үш түрлi типке бөлуге болады:

1. Эллиптикалық тип: ∆ < 0. Мысалы, Лаплас теңдеуi uxx + uyy = 0.

2. Параболалық тип: ∆ = 0. Мысалы, жылуөткiзгiштiк теңдеуi ut − kuxx = 0.

3. Гиперболалық тип: ∆ > 0. Мысалы, толқын теңдеуi utt − a2uxx = 0.

Жоғарыдағы классификация II реттi дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң шешiмдерiнiң

қасиетiн, олардың шешiмдерiнiң табиғатта таралу жылдамдықтарын және шекаралық шарттарын аны-

қтауда шешушi рөл атқарады.

(2.2) теңдеудi канондық түрге, яғни интегралданатын түрге келтiру үшiн келесi түрде тәсiлдер жа-

салынады. Ең алдымен (x, y) айнымалыларынан тәуелдi u(x, y) функциясынан (ξ, η) айнымалыларына

тәуелдi u(ξ, η) функциясына өту арқылы канондық түрге келедi, мұндағы

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y).

Олай болса, (2.2) теңдеуде жоғары реттi туындысы бар қосылғыштардан келесi өрнектi алуға болады

Auxx + 2Buxy + Cuyy = 0.
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Олай болса, (2.2) теңдеуге сәйкес сипаттауыш теңдеу келесi түрде болады

A(dy)2 − 2B dxdy + C(dx)2 = 0. (2.3)

Бұл теңдеу сипаттауыш теңдеуi деп аталады. Осы сипаттауыш теңдеуi арқылы берiлген теңдеудiң

типiн анықтауға болады. Егер сипаттауыш теңдеудiң түбiрлерiне байланысты келесi түрде типтерi

анықталады:

• комплекс мәндi түбiрлерi болса, онда эллиптикалық типтi;

• еселi нақты мәндi түбiрлерi болса, онда параболалық типтi;

• әр түрлi нақты мәндi түбiрлерi болса, онда гиперболалық типтi.

Ендi (2.3) теңдеудi dx2-ке бөлiп аламыз (яғни dx ̸= 0 деп алайық):

A

(
dy

dx

)2

− 2B

(
dy

dx

)
+ C = 0.

Бұл p =
dy

dx
белгiлеуi арқылы p бойынша квадраттық теңдеу:

Ap2 − 2Bp+ C = 0. (2.4)

(2.4) теңдеудi p бойынша шешемiз:

p =
B ±

√
B2 −AC

A
.

Яғни,
dy

dx
=

B ±
√
B2 −AC

A
. (2.5)

(2.5) өрнектi интегралдау арқылы y(x) функциясы табылады:

dy =
B ±

√
B2 −AC

A
dx.

Сондықтан

y =

ˆ
B +

√
B2 −AC

A
dx+ C1, y =

ˆ
B −

√
B2 −AC

A
dx+ C2. (2.6)

Бұл теңдеудiң екi интегралдық шешiмi бар, олар + және − таңбаларына сәйкес келедi.

Ендi (x, y) айнымалыларынан тәуелдi u(x, y) функциясынан (ξ, η) айнымалыларына тәуелдi u(ξ, η)

функцияға өткеннен кейiн ∆ дискриминантқа сәйкес канондық түрлерi келесiдей болады
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2.1 Гиперболалық тип (∆ > 0)

Егер B2 −AC > 0 болса, онда теңдеудi түрлендiрiп былай жазуға болады:

uξη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη).

Классикалық мысал:

utt − a2uxx = 0.

2.2 Параболалық тип (∆ = 0)

Егер B2 −AC = 0 болса, канондық түрi:

uξξ = Φ(ξ, η, u, uξ, uη).

Мысалы:

ut − kuxx = 0.

2.3 Эллиптикалық тип (∆ < 0)

Егер B2 −AC < 0, онда канондық түр:

uξξ + uηη = Φ(ξ, η, u, uξ, uη).

Мысалы:

uxx + uyy = 0.

3 Мысал

Теңдеу берiлсiн:

uxx + 4uxy + 3uyy = 0.

Мұнда A = 1, B = 2, C = 3. Дискриминант:

∆ = B2 −AC = 4− 3 = 1 > 0.

Демек, теңдеу гиперболалық типке жатады. Жаңа координаталар енгiзейiк:

ξ = y + x, η = y + 3x.

Бұл жағдайда теңдеу uξη = 0 түрiне келедi.
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